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Streszczenie

Wspblczesnie, kompetencja matematyczna w postaci wiedzy, postaw oraz
umiejetnosci musi by¢ czeScia ksztalcenia kazdego cztowieka; jest nieodzowna
tym, ktérzy postuguja sie matematyka w kontekstach matematycznych oraz
dla tych, ktérzy wykorzystuja ja w sytuacjach pozamatematycznych. Wazna
skladowa kompetencji matematycznej jest matematyzowanie.

Z matematyzacja mamy do czynienia (praktycznie) na kazdych zajeciach
szkolnych. Nie trzeba tej aktywnosci poswiecaé¢ odrebnych lekcji; wystarczy
jedynie eksponowad jej gtowne sktadowe w toku rozwiazywania zadan.

Artykul charakteryzuje nature matematyzacji jako umiejetnosci kluczowe;j
w jej fazach: eksploracji sytuacji zadaniowej, sekwencji schematow oraz badania
jej modelu. W kazdej fazie sg takze eksponowane kierunki badan nad natura
matematyzacji oraz formami pracy z dzieémi w toku zajeé¢ szkolnych.

1. Wstep

Badania prowadzone w wielu krajach pokazuja, ze skuteczne ksztal-
cenie matematyczne nie polega na przekazywaniu uczniom wiedzy
w postaci gotowej, ktéra maja sobie przyswoic¢, ale na organizowaniu sy-
tuacji dydaktycznych, ktére umozliwia im konstruowanie w umysle pojeé
i schematow logiczno-matematycznych, ktore stang sie fundamentem ich
wiedzy (por. m.in. Stefan Turnau, 1990; Gustaw Trelinski, 2011; Edyta
Gruszezyk-Kolcezynska, 2007; Zbigniew Semadeni i inni, 2015). Méwimy
krétko, ze sednem edukacji matematycznej jest rozwiazywanie zadan,
ze waznym kryterium opanowania matematyki jest umiejetnosé ich roz-
wiazywania. Tak sie dzieje na kazdym etapie nauczania, niezaleznie od
tresci matematyki szkolnej.

Z drugiej strony wiemy, ze matematyka ma umozliwi¢ skuteczne
funkcjonowanie czltowiekowi juz po zakonczeniu nauki w szkole. To za$
wigze sie z nabywaniem kompetencji! kluczowych dla procesu uczenia

'Kompetencja, czyli umiejetnoéé wyzszego rzedu bedaca nastepstwem poznanej
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sie przez cale zycie (zob. zalecenie Parlamentu Europejskiego i Rady
z dnia 18 grudnia 2006 r.; 2006/962/WE).

Wiérdd nich wskazuje sie na kompetencje matematyczna. Matema-
tyczna kompetencja to zdolnosé rozumienia, osqdzania, wykonywania
1 wykorzystywania matematycznych czynnosci w kontekscie matematycz-
nym 1 pozamatematycznym jako zdolno$é i cheé wykorzystywania ma-
tematycznych sposobéw myslenia, w réznorodnych sytuacjach. Koniecz-
nym, ale z pewno$ciqg niewystarczajgcym, warunkiem wstepnym posiada-
nia matematycznej kompetencyi jest rozlegla wiedza i techniczne umiejet-
nosci (Mogens Niss, 2003: 218; ttum. Maria Legutko i Stefan Turnau).

Warto przy okazji podkresli¢, ze zacieranie réznicy miedzy kompe-
tencja a umiejetnoscia (ich zestawem) prowadzi nie tylko do blednego
rozumienia obu pojeé¢, ale przede wszystkim do wykoslawiania praktyki
nauczania.

Niejednokrotnie w toku spotkan nauczycielskich akcentowano nie-
realnos¢ ksztalcenia kompetencji matematycznej z braku czasu na od-
dzielne zajecia poswiecone tej kwestii, ze wzgledu na duze braki mery-
toryczne uczniéw ,wynoszone” z poprzednich etapéw edukacji, czy na
brak nowoczesnych, interaktywnych narzedzi dydaktycznych. Jest row-
niez zaskakujace, iz w sprawozdaniach z badan szkolnych, w projektach
planowania nauczania (a nawet podrecznikach temu po$wiecanych) ukie-
runkowanych na ksztaltowanie kompetencji matematycznej? eksponuje
sie przede wszystkim wiedze; brak za$ refleksji nad nia, wykorzysty-
wania bogactwa matematycznych czynnosci (charakteryzowanych przez
Nissa) w kontekécie matematycznym i pozamatematycznym.

W toku doktadniejszej analizy Niss (2003: 218-219) charakteryzuje
osiem sktadowych kompetencji matematycznej w tym analizowanie i bu-
dowanie modeli (modelowanie matematyczne). Ta sktadowa, m.in. obok
analizowania podstaw i wlasnoéci istniejacych modeli, ttumaczenia i in-
terpretowania modeli w modelowanej rzeczywisto$ci obejmuje aktywne
tworzenie modeli danych sytuacji — matematyzacje.

wiedzy, nabytych umiejetnosci, doswiadczen i refleksji opartych na tym jak dziataé
w okreslonych sytuacjach. Czesto, w publikacjach oraz w praktyce zaciera sie réznice
miedzy terminami kompetencja i umiejetnosé traktujac je jako tozsame.

*Wiele takich projektéw znajdujemy w Internecie, publikowanych nawet przez wy-
dawnictwa naukowe.
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Matematyzowanie, to aktywno$¢ nie tylko wazna na poziomie szkol-
nym, ale co$ specyficznego dla samej matematyki; to jedno z gtéwnych
zaje¢ matematykéw (Hans Freudenthal, 1973). Poza edukacja matema-
tyczng, nie ma odpowiednikéw w innych obszarach dziatalnosci ucznia.
A. W. Bell (1979) podkresla, ze zdolnosé do matematyzacji jest uniwer-
salng ludzkq zdolnoscig podobng do zdolnosci méwienia lub przedstawia-
nia rysunkiem.

Sytuacje do ksztalcenia umiejetnosci matematyzowania i interpre-
towania skonstruowanych modeli pojawiaja sie na kazdych zajeciach
szkolnych, m.in. w toku rozwigzywania zadan. Kazde szkolne zadanie
matematyczne ma forme historyjki zwiazanej z pewna sytuacja realna,
abstrakcyjna, sformalizowang lub tylko opisang pogladowo. Nalezy ja
zrozumieé, przeanalizowaé, przeksztalci¢ i badaé $rodkami matematy-
ki. Rozwiazywaé takie zadania, to przechodzi¢ od zadania — historyjki
do zadania — modelu matematycznego, czyli zmatematyzowaé¢ zadanie —
historyjke.

Matematyzowania powinnismy uczy¢ od samego poczatku szkolnej
edukacji matematycznej. Gdy matematyzacji nie ma w nauczaniu, wow-
czas rozkwita zdegenerowany formalizm. Warto zatem zastanowié sie
nad jej natura oraz wskazac¢ niektére mozliwosci jej rozwijania.

2. Natura matematyzacji

Matematyka abstrakcyjna i konkretna rzeczywisto$é sa dziedzinami
rozlacznymi, ale wzajemnie wspomagaja sie. Relacje miedzy obu $wia-
tami: fizycznym i matematycznym, mozna pogladowo przedstawié¢ tak

(rys. 1):
Swiat
fizyczny

matematyzowanie

Abstrakeyjny
Swiat

matematyki

reprezentowa nie

Rys. 1
Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Opisujac jezykiem matematyki dana a priori sytuacje rzeczywista,
otrzymujemy uproszczony opis tej sytuacji, tzw. model matematyczny.
Rozumowanie prowadzace do jego konstrukcji to matematyzacja.

W powszechnym obiegu funkcjonuje bardzo no$na charakterystyka
matematyzacji jako porzgdkowania rzeczywistosci wtedy, gdy sie odbywa
za pomocg matematycznych $rodkéw (Freudenthal, 1973: 44). W naucza-
niu jest rozumiana, jako konstruowanie:

a) matematycznego schematu dla jakiego$ ukladu stosunkéw (abs-
trakcyjnych, realnych, wyobrazonych);

b) na wpdl pogladowego schematu myslowego, ktéry mégtby by¢ na-
stepnie przetworzony na pelny schemat matematyczny (Zofia
Krygowska, 1979, cz. 1: 48).

By te ogdlne charakterystyki mogly stanowié¢ baze dla badan, pla-
nowania nauczania oraz tworzenia sytuacji dydaktycznych muszg by¢
zoperacjonalizowane, z uwypukleniem sytuacji, w ktérej dziatanie sie
dokonuje oraz odniesione do osobistej aktywnosci ucznia. Méwigc o ma-
tematyzacji mysle o niededukcyjnym rozumowaniu, ktore rozpoczyna
sie od badania pewnej sytuacji (realnej, wyobrazonej, abstrakcyjnej), da-
lej obejmuge czynnosci zwigzane z wydzielaniem w tej sytuacji obiektow
1 zwigzkow miedzy nimi oraz ich reprezentowanie w roiny sposob i wresz-
cie opisywanie ich jezykiem matematyki. Otrzymany opis, to schemat
(model) matematyczny tej sytuacji.

W tym okresleniu akcentuje sie punkt wyjscia, punkt dojscia oraz tok
przejscia. Ich uktad sktada sie na aktywnosé matematyzowania, jedna
z form aktywnosci matematyczne;j.

3. Matematyzacja w nauczaniu — praktyka i przestanki

W kazdej strategii nauczania realizowanej w ramach kursu danego
przedmiotu mamy do czynienia z wieloma dziataniami, ktérych wplywu
na jako$é¢ ksztalcenia nie zawsze jesteSmy Swiadomi. L.acznie one zakre-
$laja ramy realizowanej — niezaleznie od tego, czy chcemy, czy nie —
strategii ksztalcenia matematycznego, wyznaczaja ,filozofie” wykltada-
nego przedmiotu. One nadaja osobisty wymiar interpretacjom materiatu
nauczania, zestawom umiejetnosci i sprawnosci, ktoére uczen ma naby¢.

W kazdej koncepcji nauczania (tak postulowanej, jak i realizowanej)
mozna wyrédznic:
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a) elementy ,jawne”; sa one opisane w standardach nauczania, pro-
gramach oraz podrecznikach. Obejmujg one dobér pojeé i ich uktad,
nadawany im poziom ogolnosci, preferowane procedury operowa-
nia nimi, stosowane metody badania obiektéw i sytuacji;

b) systemy dzialan ,intuicyjnych” przejawiajacych sie¢ w konkretnej
praktyce nauczania; obejmuja one to, co okreslamy specyfika do-
bieranych przyktadéw, poziom elementaryzacji i formalizacji tre-
Sci, tworzone reguly postepowania (formalne, czynnosciowe, typu
algorytmicznego, heurystyczne itp.), drogi dochodzenia do rozwia-
zan zadan, formy zapisu rozumowan, a takze stawiane wymagania
i sposoby kontrolowania efektéw nauczania — uczenia sie itp.;

c) zespél elementéw ,ukrytych”, o ktérych nie wspomina sie w zad-
nych dokumentach, cho¢ dos¢ silnie eksponuje w nauczaniu. Obej-
mujg niejawnie preferowane: cele ksztalcenia, systemy kontroli
i oceny, umiejetnosci uczniéw oraz postepowanie dydaktyczne —
jak ucze.

Praktyka przekonuje, ze nauczyciele, m.in. ze wzgledu na brak czasu
i tego, czego jeszcze nie umieja czynié (czesto, bo nie maja takiej potrze-
by) nie sa sktonni do refleksji indywidualnej i grupowej — w odniesieniu
do tych trzech systeméw dzialan — nad przebyta droga i koncepcja na-
uczania, krytycznego spojrzenia wstecz na te droge, badania, czy byla
najbardziej racjonalna, skuteczna.

Warto bytoby podja¢ — w tym zakresie — dobrze zaplanowane bada-
nia, prowadzone metoda bezposredniej obserwacji naturalnego procesu
nauczania, ustalenia ich wzajemnych relacji, genezy i skutkéw dziatan
danego typu. Aktualnie obserwacje tego rodzaju ograniczajg sie do wy-
preparowanych prostych sytuacji nie dajacych nawet przyblizonych od-
powiedzi.

Aktywnos¢ matematyzowania powinna by¢ ,jawnym” elementem
strategii nauczania, jako skladowa kompetencji matematycznej oraz po-
stulowany cel ksztalcenia ogélnego w szkole, wskazywany w podstawie
programowej ksztalcenia matematycznego.

Musimy nada¢ odpowiednia range aktywnosci matematyzowania, po-
niewaz:

e uczen ma rozumieé, co i dlaczego robi, w przeciwnym przypadku

jej miejsce bedzie zajmowal zdegenerowany formalizm;
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e zadania o tresci praktycznej pojawiaja sie na kazdych zajeciach,
w sprawdzianach oraz w zestawach egzaminacyjnych;

e matematyzujemy matematyke, m.in. porzadkujemy elementy teo-
rii, ujawniamy jej strukture oraz oceniamy skutki tych dziatan.

W ramach nauczania matematyki nie uczy sie¢ matematyzowania
w spos6b zamierzony. Zrédel tej praktyki trzeba szukaé zaréwno w funk-
cjonujacych obyczajach szkolnych, jak i nieoznaczonosci regut, ktorymi
mozna sie kierowa¢ matematyzujac jakas sytuacje.

W praktyce, rozwiazujemy liczne zadania, wprowadzamy pojecia,
hierarchizujemy je i zywimy nadzieje, ze gromadzone doswiadczenie wy-
starczy, aby uczen nie mial watpliwoéci, jak porzadkowaé informacje,
wydziela¢ obiekty, wigza¢ czynnoéci konkretne z operacjami matema-
tycznymi, jak racjonalnie dobieraé¢ pojecia, dziatania, narzedzia, mimo
zroznicowania jezykowego, czynnoSciowego oraz bogactwa kontekstow
pozamatematycznych. Moze to wystarczy pewnej grupie uczniéw, lecz
jest mato racjonalne dydaktycznie dla znaczacej ich wigkszosci.

Umiejetno$é matematyzowania, choé¢ ,pomijana” w dokumentach,
ma swoje miejsce — czesto niejawne — w systemie dziatan intuicyjnych
nauczyciela. To ma konsekwencje dla nauczania. 7Z praktyki wiadomo,
ze negatywne aspekty takich dziatan moga wypaczaé¢ rozumienie sensu
edukacji matematycznej, powodujac nieche¢ do przedmiotu rozwazan.

Rozwijanie umiejetno$ci matematyzowania, dla wielu uczacych, jest
powaznym wyzwaniem dydaktycznym. Tak sie dzieje, poniewaz formu-
lowane w literaturze zalecenia sa bardzo ogdélne i dlatego klopotliwe
w przetworzeniu przez nauczyciela w propozycje lekcyjne. Inne za$, jako
odnoszone do konkretnego przykladu, robiag wrazenie ich lokalnej uzy-
tecznosci.

Sugerowane kierunki badan

Warto podjaé¢ bardziej szczegétowe badania w kierunku:

e wypracowania systemu zabiegéw (wskazan dydaktycznych), kto-
rymi moze kierowaé¢ si¢ nauczyciel wprowadzajac uczniéw w za-
gadnienia matematycznego ujmowania probleméw rzeczywistych
przy zgodnoéci tego postepowania z zaleceniami psychologiczny-
mi i matematycznymi; okresli¢ ich skutecznos$é, a takze ustalié,
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jak te wskazania mozna uja¢ w ramy pewnego programu ksztalce-
nia (szkolenia), na okreslonym etapie nauczania (wymiar poziomy)
oraz w kolejnych etapach (wymiar pionowy);

e ustali¢ poziom od jakiego uczen jest dojrzaly do samodzielnego
podejmowania dziatan specyficznych dla matematyzowania sytu-
acji realnych;

e opracowaé przykladowe materialy dydaktyczne (zeszyty ¢wiczen,
scenariusze zaje¢) eksponujace aktywnosé matematyzowania.

4. Matematyzowanie jako umiejetnosé kluczowa

Matematyzowanie jako umiejetnoéé¢ kluczowa jest nieodzowna, aby
radzié¢ sobie w szkole, w zyciu codziennym i pracy zawodowej. Jej na-
bywanie odbywa sie praktycznie przez caly okres nauki szkolnej. Na
kazdym etapie ksztalcenia uczen powinien opanowaé pewne jej aspekty,
baze dla dalszego jej rozwijania. To za$§ wymaga zaplanowania i kon-
sekwentnego stosowania pewnego ,programu”, procedury szkolenia —
systemu dzialan (zabiegéw dydaktycznych, materialéw, zadan), ktéry
opisze oczekiwane zmiany w sposobie myslenia lub dzialania uczniéw.

Ten dwuwymiarowy program ksztalcenia musi uwzglednia¢ nabywa-
nie:

a) umiejetnosci w zakresie trzech sktadowych matematyzowania: punkt
wyjscia, tok przejscia, punkt dojscia;

b) umiejetnosci operacyjnych wraz z ustaleniem wskaznikéw umie-
jetnosci (oznak, ,dowodéw”), ktére umozliwia stwierdzenie, czy
uczen osiggnal oczekiwany rezultat.

4.1. Eksploracja sytuacji zadaniowej — punkt wyjscia

Punktem wyjScia w matematyce szkolnej jest pewna sytuacja zada-
niowa. Taka sytuacja moze mieé charakter teoretyczny, praktyczny, re-
alistyczny (uktad fenomendéw). Moze by¢ zadana graficznie a takze tylko
opisana stownie.

Badanie sytuacji zadaniowej obejmuje system dzialan, w tym:

e wstepne zapoznanie sie z sytuacja, odkrywanie regularnosci, wy-
dzielanie zalozen dodatkowych, upraszczajacych (strukturujacych
dang sytuacje), a takze hipotez o przypuszczalnych przyczynach
i przebiegu proceséw;
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e wybér obiektéw oraz zmiennych, okreslenie ich zakreséw (np. opi-
sujacych procesy, tych, ktérych wplyw jest niewielki).

Kazde z tych dzialan powinno by¢ elementem jawnej strategii na-

uczania.

Na poziomie podstawowym zaczniemy od uczenia (umiejetnosci ope-

racyjne), przyktadowo:

e analizowania sytuacji ze wzgledu na niewiadome, ustalenia, czy
w danej konkretnie sytuacji mamy nadmiar, niedobdr lub tyle, ile
potrzeba informacji, czy te informacje sa wiarygodne, zbedne, nie-
mozliwe, sprzeczne;

e kojarzenia zwrotéw jezyka naturalnego z obiektami, liczbami, wiel-
kosciami, figurami oraz relacjami miedzy nimi (z dzialaniami);

e wyrazania, opisywania (w rézny sposob) zwiazkéw miedzy wielko-
Sciami.

Oto niektére wskazniki powyzszych umiejetnoscei:

e da¢ informacje, wiadomosé, poszukiwang niewiadoma w sytuacji

opisanej werbalnie, graficznie; ocenié, czy wskazana w danej sytu-
acji informacja jest potrzebna, poboczna;

e rozstrzygnaé, czy mamy nadmiar, niedobér, wystarczajace infor-
macje (dane), aby badaé¢ dana sytuacje;

e rozstrzygnaé, czy informacja o zwiazku miedzy wielko$ciami w opi-
sywanej sytuacji moze by¢ wyrazona za pomoca dzialania (np. sy-
temu czynnosci, dzialania arytmetycznego);

e przedstawié za pomoca konkretéow, rysunkéw, liczb i dziatan uktad
zwigzkéw miedzy wielkosciami w danej sytuacji zadaniowe;j.

Popatrzmy, jakie trudnosci maja trzecioklasisci z kojarzeniem zwro-

tow jezyka z dziatlaniami arytmetycznymi.

Przyklad 1
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b) Napisz dziatanie, ktérym postuzysz sie, aby podaé rozwiazanie tego
zadania:

LA G A

b) Napisz dziatanie, ktérym postuzysz sie, aby podaé rozwiazanie tego
zadania:

Naturalnie, w praktyce nauczania takie btedy pojawiaja sie niejed-
nokrotnie. Jednak chodzi o to, aby nauczyciel:

1. mial $wiadomosé tego, ze ma systematycznie uczyé badania sytu-

acji wyjsciowej;

2. w swojej filozofii nauczania mial ,program” ksztaltowania umie-
jetnosci matematyzowania w strukturze: kompetencja kluczowa,
umiejetnosci operacyjne, wskazniki umiejetnosci.

Jak pisze Stefan Turnau (1990: 218): jedynym skutecznym sposobem
opanowania umiejetnosci racjonalnego doboru wlasciwego dzialania jest
rozwigzywanie wielu zadan, zroznicowanych pod wzgledem jezykowym
1 pod wzgledem kontekstu pozamatematycznego. Ten postulat mozna roz-
szerzy¢ na ksztaltowanie innych umiejetnosci operacyjnych matematy-
zowania (kompetencji modelowania matematycznego).

Na temat sposobdéw analizy tresci zadania mamy wiele publikacji. Nie
zawsze jednak te sposoby obejmuja pelna analize opisywanej ,historyjki”
zadaniowe;j.

Rozwazmy typowe zadanie.

Jacek kupil za 48 zlotych 6 serii znaczkéw po 4 w kazdej. Ulo-
zyt je w klaserze w trzech rownych rzedach. Po ile znaczkow
jest w kazdym rzedzie?

73



Matematyzowanie jako sktadowa kompetencyi matematycznej

W tej sytuacji przyjmujemy milczaco, ze réwnos¢ rzedow znaczkdw
nie oznacza uktadania ich w sposéb wyréwnany, ale ze w kazdym rzedzie
jest tyle samo znaczkéw, ze niewazne kiedy to sie dzieje, ze uktadanie
nalezy traktowa¢ matematycznie (a nie zyciowo czy filatelistycznie), ze
zadnych faktow i zdarzen poza wymienionymi nie nalezy bra¢ pod uwage.
Dla dzieci z etapu nauczania wczesnoszkolnego nie jest to oczywiste.

Na etapie poczatkowym mozna mysleé o trzech formach analizy tre-
$ci zadania, nazwijmy je odpowiednio enaktywna, obrazowa i werbalng.
W przypadku pierwszej z nich wiedze o strukturze informacji w danej sy-
tuacji zadaniowej uczen zdobywa samodzielnie za posrednictwem dzialan
typu manualnego (czynnosci konkretnych) np.: wybierz sobie zastepniki
1 zabaw ste zgodnie z tym, o czym mowa w zadaniu.

Méwiac o formie obrazowej analizy tresci zadania my$limy o takich
czynno$ciach ucznia, ktore prowadza do wytworzenia sobie ,,obrazowej”
struktury danej sytuacji zadaniowej (czynnosci, ktére organizuja prze-
strzen jego spostrzezen i wyobrazen), np.: wykonaj rysunek (szkic) do
zadania, uwzglednij w nim to, co jest wazne.

Wybierajac werbalng forme analizy tresci zadania proponujemy, np.
pokolorowanie w tekscie zadania (jedna barwa) informacji waznych, inna
— pobocznych, zbednych, czy wielkosci poszukiwanej badz, np. wypisanie
okreslonych informacji, czy wymiane niektorych zwrotéw (wyrazéw) na
inne bez zmiany sensu zadania.

W toku analizy (w kazdej z tych form) nie chodzi o ustalenie za
pomocy jakiego dziatania rozwiazemy zadanie, ale o pelne zinterioryzo-
wanie sie struktury informacji opisanej zadaniem.

Sugerowane kierunki badan

Warto podjaé¢ bardziej szczegétowe badania w kierunku:

e ustalenia rzeczywistej efektywnosci kazdej z form analizy zadania
w roznorodnych sytuacjach zadaniowych, stwierdzenie, czy
i w jakim stopniu jest to zwiazane z syntaktyka zadania, struk-
tura informacji, kontekstem (realistyczny, matematyczny) itp.;

e wypracowania ram dydaktycznych dla ksztaltowania umiejetno-
Sci analizowania tresci zadan, ktére moga pomdc nauczycielowi
w planowaniu wlasnego nauczania — uczenia sie na danym etapie
ksztalcenia.
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4.2. Sekwencja schematéw reprezentacji

Dziecko rozwiazujac zadanie, poznajac jakieS pojecie matematycz-
ne wielokrotnie ,przebywa droge” od sytuacji zadaniowej (osadzonej
w kontekscie realnym badZ matematycznym) do jej modelu opisane-
go jezykiem matematyki, a takze na odwrét — od modelu do sytuacji
wyjsciowej. ,,Przebywanie” tej drogi to nic innego jak tworzenie sche-
matu konkretnego, ikonicznego, werbalnego lub symbolicznego sytuacji,
obiektu badz ukladu czynnosci. To konstruowanie schematu z pewne-
go punktu widzenia prostszego, a takze z pewnych wzgledéw bardziej
abstrakcyjnego w stosunku do punktu wyjscia.

Przechodzenie od sytuacji wyjsciowej do schematu abstrakcyjnego
moze odbywaé sie wzdtuz pewnych ,drég” o zmiennym charakterze. Tlu-
struje je diagram (rys. 2).

schemat konkretny
manipulacyjny

— 1 1

schemat graficzny

Schemat
abstrakcyjny

obrazy, rysunki E—) | sytuacji

m—=Z» O» N

l T zadaniowej

\ schemat werbalny

Rys. 2
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Nie jest to ,,przechodzenie” w jednym kierunku, co wskazuja strzatki.
Czasem uczen najpierw opowiada sobie o danej sytuacji i dopiero potem
tworzy jej schemat manipulacyjny, ktéry opisuje symbolicznie (system
dziatan: zadanie — schemat werbalny — schemat manipulacyjny — schemat
abstrakcyjny). Innym razem najpierw przedstawia sytuacje rysunkiem
i dopiero potem ,wyraza” ja slowami i opisuje symbolicznie. Kazdora-
zowo, w systemie dzialan ucznia przeplatajg sie elementy manipulacyjne,
obrazowe i werbalne.
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Powyzszy diagram mozna traktowac jako kanwe postepowania dy-
daktycznego dla wypracowania metodyki nabywania umiejetnosci mate-
matyzowania sytuacji zadaniowych. Mozna z niego odczytaé, jakie ¢wi-
czenia, w jakiej kolejnoéci rozwiazywaé oraz jak je wigza¢ miedzy sobg,
aby proces tworzenia schematu abstrakcyjnego zadania przebiegal pra-
widlowo.

Nie bez znaczenia jest réwniez spojrzenie, poprzez system dziatan
opisanych tym diagramem, na pojawiajace sie bledy dydaktyczne i zZré-
dla niepowodzen w ksztaltowaniu umiejetnosci matematyzowania sytu-
acji zadaniowych oraz w konsekwencji uczenia rozwiazywania zadan.

Oto do$é typowe zadanie zaczerpniete z podrecznika (zeszytu ¢éwi-
czen) dla klasy trzeciej.

5. Pokéj Antka ma ksztalt kwadratu o boku 3 m. Ile metréw tasmy ozdobnej
nalezy przygotowaé, aby przyklei¢ ja przy suficie wzdtuz Scian w tym pokoju?

T T \ T 1 \
Obliczenie: —1 0 } ‘ i’ "‘ﬁ""f ‘ 77¥ [ il : i J“ ‘

® Pokoj siostry Antka tez jest kwadratowy. Kazda Sciana w jej pokoju jest
o 1 metr dluzsza od sciany w pokoju Antka. Ile metréw tasmy ozdobnej
nalezy przygotowa¢ do przyklejenia w tym pokoju?

I R S S

Obliczenie: i""f e B | i,,,}

1 I,

Autor zadania proponuje od razu konstrukcje rozwigzania symbo-
licznego (dzialanie arytmetyczne) eliminujac wiele czynnosci specyficz-
nych dla matematyzacji tej sytuacji, m.in. tworzenie jej reprezentacji
geometrycznej, czy przyjecie zatozen dodatkowych. Redukowanie calego
toku rozumowania do napisania wyrazenia symbolicznego jest btedem
dydaktycznym nie tylko w nauce poznawania poczatkow geometrii, ale
rugowaniem z procesu ksztalcenia umiejetnosci matematyzowania. Jak
pisze Mirostaw Dabrowski (2008: 89): Matematyzowanie to jedna z naj-
wazniejszych, ale 1 najtrudniejszych umiejetnosci matematycznych, roz-
wijanych w procesie ksztalcenia. (...) musimy dbaé o to, zZeby dziecko
rozumialo, co i dlaczego robi.
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Na kolejnych etapach nauczania nalezaloby zwrdci¢ uwage na:

e badanie sytuacji, odkrywanie regularnosci, dyskutowanie wybo-
ru zmiennych, przyjmowanie dodatkowych zalozen dotyczacych
zmiennych oraz relacji miedzy nimi;

e réznorodne reprezentacje sytuacji (modele), poréwnanie, zestawie-
nie réznych reprezentacji, a takze studium tych reprezentacji;

e w bardziej zaawansowanych etapach ksztalcenia na tworzenie sche-

matu matematycznego, majacego posta¢ aksjomatyki sytuacji.
Sugerowane kierunki badan

Warto podja¢ bardziej szczegétowe badania w kierunku:

e ustalenia, w jakim zakresie rozwiazywanie zadan tekstowych droga
opisu sytuacji za pomoca pewnego obliczenia (konstruowanie roz-
wiazania symbolicznego z redukowaniem toku matematyzowania)
stanowi ,tame” w nabywaniu umiejetnosci rozwigzywania zadan
oraz sprzyja wyuczaniu bezradnoéci matematycznej;

e szczegOtowej charakterystyki kazdej z ,,drog” konstrukeji modelu
symbolicznego sytuacji zadaniowej, wzajemnego ich wigzania oraz
mozliwosci nabywania doswiadczenia matematyzowania sytuacji
na réznych poziomach edukacji matematycznej;

e wypracowania ram dydaktycznych dla planowania nauczania na-
kierowanego na ksztaltowanie kompetencji matematyczne;j.

5. Badanie modelu

W nauczaniu terminu model uzywa si¢ w znaczeniu:
a) obiektu konkretyzujacego jakis obiekt abstrakcyjny, przedmiot be-
dacy kopia jakiegos oryginatu, np. model szescianu;
b) schematu abstrakcyjnego opisujacego ze wzgledu na dane charak-
terystyki pewna sytuacje.
W przypadku matematyzacji chodzi o to drugie znaczenie terminu.
Na etapie poczatkowym, z reguty szkolne zadania matematyczne sa
rozwigzywane ,,przez obliczenie”; matematyzacja sytuacji opisanej w za-
daniu wymaga zastapienia czynnosci lub stanu opisanego w zadaniu
odpowiednim dziataniem lub serig dzialan. Punkt doj$cia, to schemat
abstrakcyjny (dzialanie lub seria dzialan) tej sytuacji, inaczej jej model.
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Rozwazmy zadanie.

Radek stoi w sklepie przed potkq z kosmetykami. Sq tu pasty

do zebow w cenie 6 zt oraz 8 zl. Szczotki do zebow w cenie

3 zt oraz pachngce mydelka w cenie 2 2zt oraz 4 zi. Radek

kupit drozszq paste oraz tansze mydetko. Ile zaptacit?
Zauwazmy, ze model (punkt dojscia) tej sytuacji ma forme wyrazenia
8 + 2 = 10. Nie jest on dostowna ,reprezentacja’ sytuacji, ale uwzglednia
tylko niektére wlasnosci i relacje miedzy rozwazanymi przedmiotami. Nie
bierzemy pod uwage pewnych przedmiotow, ich cen, a takze, iz wszystko
dzieje sie w sklepie, ze zakupy robi Radek, itp..

Nalezy wiedzie¢, ze:

e schemat (model) nie jest doskonala reprezentacja sytuacji, ktéra
usituje ,nasladowac¢”; nie mozna moéwié¢ o modelu sytuacji, procesu
lub zjawiska bez wyraznego wyszczegdlnienia zalozen, warunkow
i ograniczen, ktére przyjeliSmy konstruujac go; tworzac go nauczy-
ciel musi — na ten aspekt rozwiazywania zadania — zwraca¢ uwage;

e model jest tworem abstrakcyjnym, matematycznym (jest zanurzo-
ny w matematyce); jego badanie musi podlegaé¢ wszelkim kanonom
metody matematycznej z rozmaitymi jej konsekwencjami.

W rozwazaniach dydaktycznych musimy oddzieli¢ przydatno$é¢ mo-
delu od jego adekwatnosci. Model uznajemy za wartosciowy (przydatny),
m.in., gdy czynniki, ktére wywieraja istotny wplyw na badang sytuacje
maja swoje odpowiedniki w modelu, w takze model pozwala zrozumieé
sytuacje oraz formulowaé interesujace nas wnioski.

Moéwimy, ze dany model jest adekwatny do danej realnej sytuacji ze
wzgledu na wybrane charakterystyki, gdy prawidtowo jakosciowo
i ilosciowo opisuje sytuacje ze wzgledu na te charakterystyki.

W rozwazanej poprzednio sytuacji zadaniowej mozna utworzy¢ kilka
modeli (schematéw symbolicznych), jak np. 6 + 8 + 2 + 4 = 20. Ten
model nie jest ani adekwatny, ani przydatny dla podania odpowiedzi na
pytanie.

W poczatkowej edukacji matematycznej mamy wiele sytuacji, w kto-
rych dziatania ucznia sprowadzaja sie do wykonania samego dodawa-
nia, odejmowania itp. Czasem przyjmuja one forme symboliczna, typu
3+ 6,6—3,3 -4, badz forme grafu lub drzewa. Okazuje sie, ze dla wielu
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dzieci liczby wystepujace w tych dziataniach, oderwanych od kontekstu,
nie maja dla zadnego konkretnego sensu (Dabrowski, 2008: 90). Czesto
staraja sie one liczbom i dzialaniu nadawaé jakis zrozumialy dla siebie
sens. W tym musi im pomdc nauczyciel.

Dlatego, niezbedne na etapie punkt dojscia jest rozwigzywanie za-
dan, w ktérych dzieci beda zmuszone tworzy¢ realistyczne zadania po-
legajace na interpretowaniu symbolicznych zapiséw, wynikéw obliczen
(méwiac obrazowo zanurzy¢ dane wyrazenie w sytuacji konkretnej). Nie
marnujmy tych mozliwosci zbyt wezesnie zmuszajgc dziect do operowania
symbolami na kazdym kroku (Dabrowski, 2008: 90).

Nabywanie umiejetno$ci matematyzowania na etapie punkt dojscia
powinno by¢ ukierunkowane na:

a) odrdznianie sytuacji, ktéra sie matematyzuje od jej schematu; ksztal-
towanie Swiadomodci, ze schemat nie jest doskonala reprezentacja
sytuacji, ale uwzglednia tylko niektére jej obiekty i relacje;

b) poréwnywanie réznych schematéw danej sytuacji; wartosciowe dy-
daktycznie jest konstruowanie réznych opiséw wyjsciowej sytuacji
zadaniowej;

¢) rozwiazywanie zadan, w ktérych modele matematyczne sytuacji
zadaniowych beda sprzyja¢ ksztaltowaniu intuicji geometrycznej
oraz wlasciwych wyobrazen o reprezentowanym przez siebie obiek-
cie;

d) badanie przydatnosci oraz adekwatno$ci modelu, konfrontowanie
schematu z sytuacja wyjsciowa (empiryczne, teoretyczne).

Sugerowane kierunki badan
Warto podjaé¢ bardziej szczegétowe badania w kierunku:

e ustalenia, w jakim stopniu pomijanie punku dojscia w procedurze
rozwigzywania zadan tekstowych droga opisu sytuacji za pomo-
ca pewnego obliczenia stanowi ,tame” w nabywaniu umiejetnosci
matematyzowania oraz sprzyja wyuczaniu bezradno$ci matema-
tycznej.
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6. Zakonczenie

W szkole matematyka jest uzywana w inny sposéb, niz poza nia.
W szkole jest przedmiotem, ktérego trzeba sie uczy¢, poza nig jest Srod-
kiem do wykonywania zawodu i organizowania sobie codziennego zycia.

Kompetencja w postaci wiedzy, umiejetnosci oraz refleksji i postaw
wobec kazdej sytuacji, ma fundamentalne znaczenie dla kazdego oby-
watela spoleczenstwa opartego na wiedzy i zdolnego do postugiwania
sie czynnosciami matematycznymi w kontekscie matematycznym i poza-
matematycznym. Jedna ze sktadowych kompetencji matematycznej jest
matematyzowanie; ona powinna by¢ jawnie formutowania w programach
ksztalcenia, a jej nabywanie musi by¢ przedmiotem codziennej praktyki
nauczyciela wg wypracowanej przez siebie procedury.

Nalezy mie¢ na uwadze, ze matematyzowanie, to jedna z najwazniej-
szych, ale i najtrudniejszych umiejetnosci matematycznych, rozwijanych
w procesie ksztalcenia. Z matematyzacja mamy do czynienia (praktycz-
nie) na kazdej lekcji. Nie trzeba aktywnosci matematyzowania poswie-
ca¢ odrebnych zajeé¢; wystarczy rozwigzywaé¢ kazde zadanie osadzone
w kontekscie realistycznym eksponujac punkt wyjscia, tok przejscia
i punkt dojscia oraz nie zapomina¢ o interpretowaniu w jakims kon-
tekscie realnym zadan czysto symbolicznych.

Rozwiazujac zadania praktyczne nalezy jawnie wskazywaé zalozenia
(upraszczajace, dodatkowe), jakie przyjeto tworzac zadanie matematycz-
ne na tle danej sytuacji, Kazdorazowo nalezy odrézniaé sytuacje, ktora
sie matematyzuje od jej schematu (modelu, wyrazenia, figury geome-
trycznej).

Dominujaca w praktyce szkolnej procedura rozwiazywania zadan opar-
ta na operacjach arytmetycznych nie tylko ogranicza szanse ucznia na
inne sposoby rozwiazywania zadania, ale blokuje nabywanie umiejetnosci
matematyzowania oraz stanowi znaczacy krok w kierunku pielegnowania
zdenerwowanego formalizmu.

Edyta Gruszczyk-Kolezynska (2007: 84-91) podkresla, ze aktywnosé
matematyzowania, w tym dzialania typu manipulacyjnego, czynnosci
zwigzane z przedstawianiem rysunkiem oraz stownym opisywaniem sy-
tuacji zadaniowej sg dostepne dzieciom klas poczatkowych pod warun-
kiem, ze sa osadzone w ich do$wiadczeniu.
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W pelni jest zasadny postulat Krygowskiej, ze Matematyzacje do-
Swiadczen i intuicji ucznia powinno sie przeprowadzac mozliwie wcze-
snie, mozliwie radykalnie, mozliwie od poczgtku czysto z punktu widzenia
matematyki, choé zawsze w sposéb naturalny (Krygowska, 1979: 79).
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Mathematization as a component
of mathematical competence

Summary

Summary Today, mathematical competence in the form of knowled-
ge, attitudes and skills should be part of the education of every person; it
is indispensable to those who use mathematics in mathematical contexts,
as well as for those who use it outside of mathematics. Thus, mathema-
tizaton is an important component of mathematical competence.

We encounter mathematization in almost all school activities. There
is no need to to dedicate separate lessons to this activity; you only need
to display its main components in the course of solving problems.

The article is characterizing the nature of mathematizaton as a key
skill in its phases: exploration of the situation problems, sequence dia-
grams and examining its model. In each phase there is an emphasis on
the lines of research on the nature of mathematizaton as well as on forms
of work with children in their course of studies.
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